






Curve fitting by sp1ines with free kno七s
Kazuo HATANO， Shoji o KUMURA ， Yasuyo HATANO， Ichizo NINOM工YA
(Received Dec. 15， 1977) 
A method for the curve fitting by.splines wi七hfree knots i8 presented in 
this paper. S七ar七ingwith the fitting with two knots， the number of knots is 
49 
increased one by one in optimizing the piecewise 1inear fitting. When the succe-
ssive increases of the reduced X-squares are detected. 七hepositions of the knots 
are varied to get a bet七erfi tting. 
The method empユoysthe first and second derivatives 01 the object function 
with respect七otheユocationof the knots. 






























により曲線のあてはめを行うo ここで Nj(x)は正規化された B-spline但)で
Nj(x)=(tj+~tj) gk(七j.勺+1.…・….tj+koXJ 
むい;x)=(トx)~-l = J (トX)k-1 : t孟x
l 0 : tく X
I Xo : -k + 1三五d三五-1
勺=i Xj : 0三五J三五n




であるO すなわち Njωは gk(七;X)=(七-xr-1の七=tj. t j+1……~勺+kにおける k次差商の
定数倍であるo N j(x)には次の性質がある。
D==d/dxとして
|各部分開区間(山 1):吟1-rDkN j(x) = 0 
Nj(X)εCk-2 ( a. b ) 
(4) 
-k十1孟 J三五n-1
すなわち Nj(X)は区分的 kー 1次式で，全区間では kー 2次導関数まで連続な関数であるO
叉，次の局所性を有する。すなわち，玄ε(Xj. Xj+ 1 )に対して
[=0 :-k+1三五J三五i-k











Nr • s(玄)=~-tr-=- Nr • s-1 (x)+ 下r+s-，X Nr+ I・tr+s-!-tr -. - • -- tr+s一七r+1 ' .. 8-1 (玄) (6) 
である。
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a~ = J ( C ; X ) =乞苛r{7r"ー 叩I 2 
で偏徴分して Oとおくと，正規方程式






方程式の性質から対称正値であるO この方程式を解いて得られた解 Cj:-k十1孟J孟n-l を式(2)














0+1)__ (s) ，...<T/~_ (t )'/I~ 2T d~_ (.6) Xα=xα-(o:r/iθxα 〆IfJ2J/{OXα) 2 I 










C-k+2.一 Cn-l)Tを得， o;r/ox，α などを
であるから δJ'/'θhを算出するには δNj(む )/δhを計算すればよい。式(6)を玄α で偏徴分すると，
Nm(X)=JZLJr;-1(X)+tr:FZf1Nri718-1ω 
〔α)" ~ "~(α ， (α 〕+-=t~-" C tr+s-l-t r) ー (x-tr)(t~~-I-t~)Nr ， s-1(x〉
(tr+s-1一七r)2
〔α)" "~(α) ，(α〕、t~~~( tr+s-tr+l)一(七r+s-X)(七r+s一七 ) ~ Nr+l・8ー 1(x) 
( tr+s一七r+1)2 
〔α)，， ~(α〕となる。ここで N~7~(x)= fJNr， S(X)/'θぬ trθtr/fJXaである。
(l~ 
式(3)から otr/'θxα=dr，a: .式(ηから， θNr.1(x)/.θxα=0 である。このことを使って式(6)を併
用し，式ωから N~刊に関して表- 1と同じような表を作ることができて玉rε(Xi，Xi+l) に対し
て θNj(Xr)/oXa:i-k十1豆J孟iを得ることができる。
。2J/，θxα位。についても同じようにして計算できるO
4 数 値 例
本節では 2. 3節で述べた手法を一つの例に適用してみた数値例を示すO
図-1に示すような 20叫固のデータ(図では 170個のみを示している。残り 30個はほとんど 0
である〉を与えて曲線のあてはめを試みた。
まづ固定節点のスプラインによる曲線のあてはめを節点を一つづっ追加しながら実行した (n=
2から開始〉。節点の追加手順は次のようにしたO すなわち区間 (Xi，Xi+1)に含まれる h 個の
データを一次式で最小自乗近似し，その残差自乗和 di2から Si2=di2/(Ni-2)を算出し Si2: 0孟i











































九 : 1三五 r三五 170 
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